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Der Satz ist bewiesen, wenn man zeigen kann, dal} es
dann auch zu jedem & >0 ein A’ (¢') gibt, so dal
b

)

a

1)

m—dy’<£, fir b>a=A4"(¢).

Beweis: Auf Grund des zweiten Mittelwertsatzes?® ist
fir ein a<&<0d

b
f )
o (y,x)

a a

f () f(y)
—g(a,x)oj (e dy+y(b,x)j T dy

und daher a.uf Grund der Voraussetzung

‘Jw(y,

und das ist <&, wenn man A’ = A4 (¢/2M) wihlt.
Da o (y,x)= (y—i—:z:)'“fl/2 fir x > 0 die Voraussetzun-
gen des Satzes 1 erfiillt, gilt:

f(y)
Vy+m0

gy, x)dy

<2eM (x, ),

Satz 2: Unter den gleichen Voraussetzungen fiir

f(y) wie in Satz 1 existiert
-
i)

Unl)= ) Grapmm

dy

fiir alle n=0 und alle x=0.
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Auf analoge Weise beweist man, dal U,, (x) auch fiir
alle komplexen # mit Ausnahme der negativ reellen
Werte existiert

Es seien U, (x), f, () und U, (), f,(x) zwei Paare von
Funktionen, dle (6) genugen \\ ir schreiben (6) fir f, (y)
an, multiplizieren mit f,(x) und integrieren uber x:

oo} [oo] [c2)

1 )
0 § )

Hier darf man rechts die Reihenfolge der Integrationen

dy .

vertauschen, vorausgesetzt, dall j | f2(2) | da existiert,
und man erhalt

f2(x)d

Die Voraussetzungen fur 12 y) sind erfillt fir das
Paar (2) der Tab. 1. Wir bekommen dann rechts (fur
C=1) das Integral

£U1 () L= .[Uz ) fi () d

o] o
J(;fl (@)1 + V) -da,

welches nach Satz 1 existiert. Es gilt also

Satz 3: Wenn (6) eine Losung hat, dann existiert
das Integral

OjoL J (2)/(1 + x)¥2-dx.
0

® Vgl. Mangold-Knopp, Hhere Mathematik III,
S. 155, Stuttgart 1948.

Uber die Bewegung geladener Teilchen
in schwach verdnderlichen Magnetfeldern

Von GErRHARD HELLWIG

Aus dem Max-Planck-Institut fir Physik, Goittingen
(Z. Naturforschg. 10a, 508—516 [1955]; eingegangen am 2. Mai 1955)

Die Alfvénschen Néherungsgleichungen in schwach verdnderlichen Magnetfeldern
werden auf eine Weise hergeleitet, die eine Fallunterscheidung (grad H senkrecht oder
parallel zu 9) eriibrigt und sowohl eine Verallgemeinerung auf den relativistischen Fall
als eine Erweiterung auf hohere Naherungen zulifit. Es wird gezeigt, dall die zeitliche
Anderung von M (durch die ,,spiralende‘‘Bewegung des Teilchens erzeugtes magnetisches
Moment) bei verschwindender Rotation der mechanischen Krifte auch noch in zweiter
Néherung verschwindet. Zum Schlufl wird auf einen EKinwand A. Schliiters gegen die
Fermische Theorie der Nachbeschleunigung von Hohenstrahlteilchen eingegangen.

Einleitung
ie Bahn eines geladenen Teilchens in einem
magnetischen Feld ist bei vorgegebener An-
fangsgeschwindigkeit und -lage vollstindig fest-
gelegt durch die Bewegungsgleichung

mi ="t 9 (r)] (E,1)

Um sich bei einem gegebenen Magnetfeld $ einen
Uberblick zu verschaffen iiber die zu verschiedenen
Anfangsbedingungen gehérenden Bahnen, ist man
darauf angewiesen — abgesehen von den wenigen
Fillen, wo man die Differentialgleichung explizit
losen kann —, diese numerisch zu integrieren. Da
diese numerische Integration jedoch im allgemei-
nen Fall auBerordentlich miihevoll ist, ist man be-
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BEWEGUNG GELADENER TEILCHEN IN MAGNETFELDERN

miiht, fiir méglichst viele und méglichst umfang-
reiche Spezialfille die Bewegungsgleichung derart
umzuformen, dal} eine numerische Behandlung er-
leichtert wird und man womdéglich einen gewissen
Uberblick iiber die Losungen ohne jede Rechnung
gewinnt. In diesem Sinne wurde z.B. von Stor-
mer! die Bewegung in magnetischen Dipolfeldern
behandelt.

In der vorliegenden Arbeit wird die Bewegung
in nahezu homogenen Magnetfeldern untersucht.
Alfvén? 3 hat diesen Fall, der in der Astrophysik
ein gewisses Interesse beanspruchen darf, als erster
behandelt und entsprechende Naherungsgleichun-
gen angegeben.

Es wird sich zeigen, dafl man die Bahn des Teil-
chens durch eine Art ,,Variation der Konstanten
aus einer Bahn im homogenen Magnetfeld gewin-
nen kann. Hier jedoch sei das Problem in einer
mehr anschaulichen Weise behandelt*.

Man ordnet nach Alfvén dem Teilchen, das
in dem Magnetfeld eine ,spiralende’* Bahn be-
schreibt, ein ,,Ersatzteilchen‘‘ zu, das nicht an der
spiralenden Bewegung des wirklichen Teilchens
teilnimmt, sondern nur an dessen systematischem
Bewegungsanteil. Von vornherein auf eine ge-
nauere Kenntnis der wirklichen Bahn verzichtend,
begniigt man sich damit, eine mittlere Bahn, nim-
lich die Bahn dieses Ersatzteilchens, zu bestim-
men. Dem Ersatzteilchen hat man auller Masse
und Ladung auch ein magnetisches Moment ()
zuzuordnen, da das wirkliche Teilchen durch seine
kreisende Bewegung ein solches représentiert.

Das Moment eines Kreisstromes ¢, der eine
Fliache f umrandet, ist
: 5

1.
=—glf

Abb. 1. Bezeichnungen an
der kreisformigen Teilchen-
bahn.

1 Vgl. insbesondere: C. Stormer, On the trajec-
tories of electric particles in the field of a magnetic
dipol with applications to the theory of cosmic radia-
tion. Astrophysica Novegica Vol. IT No. 1. 5. commu-
nication.

2 H. Alfvén, On the motion of a charged particle
in a magnetic field, Ark. Mat. Astr. Fys. 27, A No 22
(1940).
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Hier ist 1=ew/2x mit w=eH/mc und f=ma® zu
setzen (vgl. Abb. 1). Da aullerdem die Richtung
von M stets, d. h. unabhingig vom Vorzeichen der
Ladung, die negative Feldrichtung ist, ist also das
Moment des Ersatzteilchens

(E, 2)

e
_ 2
=5-ma
2¢

und
M =— MY, (E, 2a)

wenn f) der Einheitsvektor in Feldrichtung ist. Auf
das magnetische Moment iibt die Inhomogenitét
des Magnetfeldes eine Kraft

Qme2) — grad (N -H) (E, 3)

aus. (M wird von der Differentiation nicht betrof-
fen.) Einsetzen von Gl. (2a)* in GI. (3) ergibt:

fmag) — — M grad H. (E, 3a)

Ein magnetisches Moment lat sich auf zwei ver-
schiedene Arten repriasentieren. Erstens als infinitesi-
male Doppelschicht ,,magnetischer Ladungen‘‘ und
zweitens als infinitesimaler Kreisstrom. Da sich das
Magnetfeld in beiden Fillen nicht voneinander unter-
scheidet, sollte man erwarten, da3 auch die Kraft, die
auf M in einem duBeren Magnetfeld H, wirkt, gleich ist,

magnetische Ladungen

Abb. 2. Darstellung eines magnetischen Momentes
durch eine Doppelschicht magnetischer Ladungen.

da man diese durch die Maxwellschen Spannungen auf
einer das Moment umschlieBenden Fliache beschrei-
ben kann. Tatsichlich ergibt aber die formale Berech-
nung dieser Kraft, ausgehend von der Kraft auf eine
magnetische Ladung, im ersten Fall (9t grad) Da, und
im zweiten Fall, ausgehend von der Kraft auf ein
Stromelement, grad (9t $9,). Der scheinbare Wider-
spruch klart sich durch die Bemerkung auf, dafl im
ersten Fall zu der Kraft (I grad) $, noch diejenige
Kraft hinzugefiigt werden mul}, die das innere Feld 9
auf den Feld erzeugenden Strom j, ausiibt (vgl. Abb.2),
wenn man die durch die Maxwellschen Spannungen
ausgedriickte Kraft erhalten will. Diese Kraft ist
1/¢[ja Hil'V, wenn V das von den Platten umfalite Vo-
lumen bedeutet. Wegen

3 H. Alfvén, Cosmical Electrodynamics. Oxford
1950, p. 13 ff.

1 Auf den von Alfvén behandelten allgemeineren
Fall, dal auller der magnetischen eine beliebige nicht-
magnetische Kraft auf das Teilchen wirkt, gehen wir
in Paragraph 1 ein.

* Gleichungsnummern ohne Paragraphenhinweis be-
ziehen sich auf den laufenden Paragraphen.
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rot Pa = ~5 und Hi=—4a MV
wird die fragliche Kraft [ rot 9,]. Da
(M grad) Da + [M rot Hal = grad (M Ha)
ist, ist der scheinbare Widerspruch tatsichlich be-
seitigt.

Sei R der Ort des Ersatzteilchens, so haben wir
die ,,nichtspiralende’ Losung der Dgl.

mR =[N W] —Mgrad H  (E,4)

zu suchen. Diese Dgl. hat jedoch im allgemeinen
keine Losung, die innerhalb beliebig groBler Zeit-
intervalle nicht spiralt. Die gesuchte Losung kann
deshalb nur durch die Forderung festgelegt wer-
den, dafB sie innerhalb eines moglichst groBBen Zeit-
intervalles — von der Anfangszeit an gerechnet —
nicht spiralen soll. Diese Losung geniigt néhe-
rungsweise der Dgl. erster Ordnung

R = af) + [ {M grad H + m a b}] (E, 5)

mit
ma =— M () grad H). (E, 5a)
Auflerdem kann man in konsequenter Naherung

f)E({R grad) §) ersetzen durch «(f) grad)f). Statt
einer Dgl. 2. Ordnung hat man also jetzt nur noch
eine Dgl. 1. Ordnung zu lésen, was natiirlich eine
wesentliche Vereinfachung bedeutet. (Genau ge-
nommen hat man zwei Dgln. 1. Ordnung, ndmlich
Gl. (5) und Gl. (5a), die eine davon kann man je-
doch durch einfache Quadratur losen.)

Von Interesse ist noch die zeitliche Anderung des
Momentes M. Diese ergibt sich aus dem Energie-
satz; denn da wa die Geschwindigkeit ist, mit der
sich das Teilchen um die Magnetfeldlinien dreht,
ist bis auf kleine Groen

12 = N2 + w2a® = const
oder

2RR + & (0a?) + o (wa?) = 0.

Wegen H= (E)'% grad H) ergibt Einsetzen von GI. (4)
fiir ft .

M=0,
also

M = const.

Die anschauliche Herleitung der Naherungsglei-
chungen hat den Nachteil, da man nicht recht
sieht, wie grof3 die Fehler, die man macht, eigent-
lich sind und wie man diese durch Verbesserung der
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Naherung verringern kann. Ein wirkliches Mo-
ment ist ja bei einer irgendwie auseinandergezoge-
nen Spirale auch gar nicht mehr definiert (allen-
falls im zeitlichen Mittel). Ein Verfahren, das die-
sen Nachteil nicht haben soll, mul} direkt von der
Bewegungsgleichung des wirklichen Teilchens aus-
gehen.

§ 1. Erste Niherung der mittleren Bahn
Wir behandeln die Dgl.

mi==[19 )]+ & (1) (1,1)

unter der Voraussetzung

(I) daBl  und & ,,schwach verdnderlich* sind.
D. h. daB die totale zeitliche Anderung von § und §
((t grad) § + 09/ot bzw. (r grad) ® +0R/at) inner-
halb der Zeit 1/ (= Larmor-Frequenz) klein ist
gegen den Betrag von § bzw. &, und diese Ande-
rung aulerdem geniigend gut durch das erste
Glied einer Taylor-Entwicklung beschrieben wird.
((1/H?) Il/wg.) 2, (1/H) |1/»?$| und entsprechende
Ausdriicke fir & werden als Groéfen 2. Ordnung
behandelt, in diesem Paragraphen also gegen 1
vernachlissigt.) Zu dieser einen Voraussetzung wer-
den weiter unten noch zwei weitere treten.

Fir verschwindende Kraft & und konstantes
Magnetfeld $ wird Gl. (1) allgemein gel6st durch

t=R+ asinwt + a’ cos wt, (1,2)

wo R=const-f) ist und qa, a’ zwei konstante Vek-
toren von gleichem Betrage sind, die mit {) in der
Reihenfolge a, a’, §) ein Rechtssystem bilden.

Fiir nichtverschwindende, schwach verdnder-
liche Kraft, sowie schwach verdnderliches Magnet-
feld machen wir zur Lésung von GI. (1) den An-
satz:

t@t)=R@E) +a@)sinD () + a’ (t)cos D (t)
+0(t)sin D (t) + 0 (t)cos D (t)
+c(t)sin2®@ (¢) + ¢ (t) cos 2 D (¢)

(1,3)

mit
t
D)= [{o(R)+o*)}dt + D, (1,3a)
&

und
e

~ 2 H®.

mce

o (N) (1,3b)
Von R, a und o’ miissen wir jetzt zulassen, daf} sie
Funktionen der Zeit sind. Jedoch soll in jedem
Augenblick
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s 0", b (N) ein Rechtssystem,
la]l=]a"[=a(f)
(agay") =0 I

sein, wenn a,= a/a ist.

0,0’,¢,¢’ und w* sind eine Reihe von willkiirlichen
Grofen, die weiter unten geeignet festzulegen sind.
(Wenn im folgenden von ,,willkiirlichen Vektoren*
geredet wird, ist damit auBler den Vektoren b, b’,
¢, ¢’ auch w* gemeint). Wir nehmen jedoch an, daf3
|61, 106", [c],|c | klein von 1. Ordnung gegen a
und w* klein von 1. Ordnung gegen o ist, sowie
daB a, a’, b, ... schwach verdnderliche Funktio-
nen der Zeit sind. Die Berechtigung dieser An-
nahme ist nach Berechnung der willkiirlichen Vek-
toren und der Abhidngigkeit der Griéfle @ von der
Zeit zu zeigen. Dazu ist notwendig, dall wir iiber
D und & noch die Voraussetzungen

() [R1(e grad) § | <o H,
|91 (ag grad) § | <wH

(1,3¢)
und
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und

(11I) [ (ap grad) & | < mw?,

| (a grad) & | < mw?

Die Voraussetzungen (I) und (II) ergeben sich aus
einer Forderung, deren Notwendigkeit leicht ein-
zusehen ist. Die Krifte e/c[t § (r)] und e/c[tH (R)]
diirfen ndmlich nicht wesentlich verschieden sein,
wenn eine von der Losung im homogenen Feld aus-
gehende Niherung iiberhaupt sinnvoll sein soll.
Die Ungleichung

IE{O @) —H@NI<IEH )]

ist aber tatsdchlich erfiillt, wenn (I) und (II) er-
fiillt sind. Die Voraussetzung (III) bedeutet, dal
die Anderung von § lings des Larmor-Radius’
klein gegen die magnetische Kraft ist.

Wir setzen jetzt in Gl. (1) fiir § (r) und & (v) eine
Taylor-Entwicklung um den Punkt %% und fiir t, ¥
den Ansatz Gl. (3) ein, wobei Gréflen 2. Ordnung
vernachlissigt werden. Das Ergebnis ist die Dgl.

machen.

mR—m(wa +20a + owa+ 2o0*a)sin+m(wa+20d—ow2a —2oo*a’) cos—m w2b sin

—mw?b’ cos—4mw?csin2—4mw3c¢’ cos2

= Z[R D (W] + = [ (a grad) 9] sin + 2[5t (o grad) ] cos + = [d ] sin — — w* [’ ] sin

— % o [a’ ] sin— %a) [a’ (agrad) H] sin®— %m [a’ (a’ grad) $] sin cos + % [@’ ] cos

(1,4)

+ %w* [a $] cos + % o [aH]cos+ %w [a(agrad) H]sin cos + %cu [a (a’ grad) ] cos® + %w [b 9] cos

LA [0’ §]sin + 2 L [c H] cos 2 — 22w [¢ H]sin2 + & (R) + (a grad) & sin + (a’ grad) & cos.
c c c

Das Argument @ der Winkelfunktionen schreiben
wir, sofern keine Verwechslung méglich ist, nicht
hin.

Die willkiirlichen Vektoren werden jetzt durch
die Forderung festgelegt, dal} die in Gl. (4) expli-
zit auftretenden schnell verdnderlichen Glieder
verschwinden sollen. Dazu ist notwendig, dafl nach
Zusammenfassung der schnell verinderlichen Glie-
der die Koeffizienten vor sin [Gl. (5a)], cos [Gl.
(6b)] und sin-cos [Gl. (7a)] verschwinden und
der Koeffizient vor dem Glied sin? gleich ist dem
Koeffizienten vor dem Glied cos? [Gl. (7b)]. (sin 2
wird zerlegt in 2-sin cos und cos 2 in cos*—sin?).
Das ergibt die Gleichungen

b —[b"h] =,
b+ [0hl="0

(1,5a)
(1,5b)

mit
a , 2a - 7
n:-:aao—(gﬁ-a;a)ﬂo +(a)h (1.6a)

— = [ (6 grad) $]— —— (a, grad) &,

. b * .
1?:(%—}- %“)“0*%““0'*‘2(_;(5 a9) b (1,6b)
a i a
— =7 [9% (0 grad) 9] — = (ay' grad) &
und
2¢ —[c'h] =, (1,7a)
2¢ +[chl=m (1,7b)

5 Die starke Konvergenz dieser Entwicklung wird,
wovon man sich leicht tiiberzeugt, bereits durch Vor-
aussetzung (I) gefordert.
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mit

W = — 2= {[ ag (ag grad) §]— [ay’ (ay’ grad) H1,
(1,8a)

o =— f—H {lag (ay’ grad) $]+ [ay’ (aq grad) H1}.
(1,8Db)

Die Zusammenfassung der Glieder mit sin? und
cos? ergibt in Gl. (4) ein schwach veridnderliches
Glied §™2@, Und zwar ist

Qmag) — 9 %[a) {2 ¢+ [cb]}

_ —e?w- a? [ao' (ao gI‘a:d) '@] (1:9)

der Koeffizient vor dem Glied sin®. Die Gln. (5)
sind sechs Gleichungen fiir die acht Unbekannten
(bag), - - . (6'ag), - . ., ©* und a. Wir setzen (bay,’)
und (0’qy’) willkiirlich gleich Nullé. Die willkiir-
lichen Vektoren sind jetzt aus Gl. (5) und GI. (7)
berechenbar; das Ergebnis dieser Rechnung ist in
den Gln. (2,1) bis (2,5) angegeben.

Wegen [bh]a,=D0[hay]=(ba,’) und weiteren ganz
entsprechenden Gleichungen folgt aus Gl. (5)

(1,10a)
(1,10Db)

(v ),
(vag) =— (V).
Aus den Gln. (9) und (7b) folgt

(vay) =

Q (mag) __ __ ZLcw a2 {[go’ (ao grad) .@]

— [0, (ay' grad) D1},
oder wegen
div 9 = a, (ao grad) § + o’ (a5’ grad) H
+19 (f grad) § = 0:
ﬁ(mag) Oy = —M [00 aol] (GO grad) 'b

=—M (a,grad H),
fmae ) = — M [a,.0'] (a5’ grad) 9
— — M (o, grad H), (1,11)
fmael gy =M {ay’ (ay grad)  + a, (a, grad) H}
=—M (f grad H)

in Ubereinstimmung mit Gl. (E, 3a).

G. HELLWIG

Nach der erwiahnten Festlegung der willkiir-
lichen Vektoren geht Gl. (4) also iiber in

mt=<[RO O]+ KR + 8" (1,12)
mit
fmae) — __ M grad H (1,13)
und

(1,13a)

e 5
M=—wa?.
2¢c

Fiir die praktische Rechnung streichen wir die
schnell veranderlichen Glieder 1. Ordnung in GI.
(3), so daB} jetzt eine spezielle Losung von Gl. (1)
mit einer Losung von GI. (12) durch

t=%R+asin ft {fo(RE)+o*@)}ar
ty

¢
+a’cos [{w (R ) +w* @)} dt (1,14)
to

verkniipft ist. Durch geeignete Wahl der drei An-
fangswerte von a, @ (der Wert von @ hiangt ab von
der vorher willkiirlich festgelegten Richtung von g,
bzw. q,/) und a 146t sich erreichen, dall die Ver-
kniipfung mit derjenigen Lésung von Gl. (12)
stattfindet, die zugleich (ndaherungsweise) Losung
der um drei willkiirliche Konstanten drmeren Dgl.
1. Ordnung

R = owh——=[H{®—M grad H—mah}] (1,15)
mit

ma =" (® —M grad H), (1,15a)

ist, wenn & (was nicht wesentlich ist, sondern nur
die GIn. (15) und (15a) vereinfacht) als klein vor-
ausgesetzt wird.

Man iiberzeugt sich durch Einsetzen von Gl. (15)
in Gl (14), dal jede Losung von GI. (15) bis auf
Grofen 2. Ordnung auch eine Lésung von Gl. (14)
ist.

Die zeitliche Anderung von M ergibt sich aus
Gl. (10a) in Verbindung mit den Gln. (6a) und
(6b). Es wird

5 i, B o g at
—0ae —oa®— —a*a, [R (a, grad) H] — G’ (ag grad) &

= waa + wa® — i a’a, [Ei? (ao grad) H]— :—L o (ay grad) &

6 Man kann sich uiberlegen, dall mit dieser willkiir-
lichen Festlegung von (ba,”) und (b"q,’) eine solche
Anderung von a und a’ verknupft ist, dal} der gesamte

,,spiralende‘‘ Anteil in Gl. (3) unabhingig von dieser
Willkiir ist.
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oder

2 wad + 2 va® = i a2 R {[ay (a, grad) H]—

Setzen wir hier R grad H— H—2H|[ot ein, dann
wird wegen rot €=—1/c-99/ot
2 wad + a? = —— (f rot (mech))

wo fmeeh) —q__¢§ gesetzt worden ist. Aus den
Gln. (16) und (12a) folgt:

(1,16)

. M
M =——(frot § (mech)) (1,17)

Bei verschwindender Rotation der mechanischen
Krifte bleibt also M in 1. Niaherung konstant.
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[a (ag’ grad) 91} — = {ay’ (0 grad) & — o (0 grad) &)
— 2R grad  : (h rot &).
me m
a2
(¢’ap) =— Ta (aq grad H),
i 2.4)
(¢a,")= TH (ay" grad H), ’
’ (12 # ’
(¢'0) =—577 {0 (a9 grad) § — a (a, grad) H};
w* ergibt sich aus den Gln. (1,10b) und (1,6) zu
1 .
w* = oW7i R {[ﬂo (ap grad) H] + [ay" (a,” grad) @]}
1
— {ag (a, grad) & + a’ (a,” grad) &}.  (2,5)

§ 2. Berechnung der zeitlichen Anderung von M
in 2. Niherung

Die 2. Naherung der Teilchenbahn wird ganz
analog zur vorstehenden 1. Ndherung gewonnen
werden. Das wesentliche Ergebnis wird sein, dal
das Moment bei verschwindender Rotation der
mechanischen Krifte auch noch in 2. Niherung
konstant bleibt.

Zuerst seien die Werte von b, b” und ¢, ¢/, wie sie sich
aus GIl. (1,5) bzw. Gl. (1,7) ergeben, explizit angegeben.

*
(b ap) = Ollm[ao(“ograd)g’]
P (a, grad) &,
(b ay’) = 0 (willkiirlich), @.1)
a .
(6h)= (IJ ay’) + oh R [H (a,grad) 9]
a
o ) (grad) &
i a, @ G _
(b%ap) = —ot g% [a, (a,” grad) 9]
a
—m o (0" grad) &,
(b’ay’) = 0 (willkiirlich), 2,2)
2a . 5
(b7h) = o (0 aq) + i7i N [H (a,” grad) 9]
mwz b (a," grad) &;
(¢ ag) =1 II (a[, grad H),
(ca) = 777 (ao grad H), (2,3)
2
(c9) = —g {o’ (@ grad) § + a, (ay’ grad) H}:

Zur Losung der Bewegungsgl. (1,1) machen wir jetzt
den erweiterten Ansatz

t=NR-+asin @+ a’ cos D+ bsin @+ b’ cos D (2,6)
+¢sin2 @+ ¢"cos2 @+ dsin3 @+ d' cos3 @

mit

D = f{m )+ o* )} dt’ + @ (2,6a)
Uber a, a’, b, b , ¢, ¢ und w* machen wir dieselben An-
nahmen wie im Paragraphen 1; von den Vektoren d, d’
nehmen wir an, daf3 sie schwach verinderlich sind und
daBl ihre Betrige klein von 2. Ordnung gegen a sind.

Die Taylor-Entwicklung fiir  lautet:
D) =9 R)+ ({r —R}grad)

1
+ 5 {r—R} (T ) {r— R},

wo ¥ der Tensor der zweiten ortlichenAbleitungen ist.
Einsetzen von GI. (6) in Gl. (7) ergibt bis auf Groflen
3. Ordnung:

9 (r)=

(2,7)

O (N) + (agrad) O sin + (a’ grad) D cos
+ (b grad) 9 sin + (b’ grad) 9 cos
+ (c grad) D sin 2 + (¢’ grad) O cos 2

(2,8)

df 1
+?a(E@)asin‘~’+?a’($@)a’cos2
+ a (T H)a’sin cos.

In dieser und der entsprechenden Gleichung fur $(r)
werden die Vektoren b, b’, ¢ und ¢’ durch die in 1. Néhe-
rung gewonnenen Werte dieser Vektoren ersetzt, der
dadurch entstehende Fehler ist von 3. Ordnung. Die
so entstandenen Ausdricke fiir 9 (r) und & (r) und die
zeitlichen Ableitungen von r, wie sie aus Gl. (6) zu
gewinnen sind, werden in die Bewegungsgleichung Gl.
(1,1) eingesetzt. Die jetzt in der Bewegungsgleichung
auftretenden Winkelfunktionen lassen sich in sieben
linear unabhingige Winkelfunktionen zerlegen. Die
Forderung, daB} die explizit auftretenden Winkelfunk-
tionen aus der Gleichung verschwinden sollen, liefert
Gleichungen, durch die die weiteren Niherungen der
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willkiirlichen Vektoren und der zeitlichen Anderung
von a festgelegt sind. Die recht langwierige Rechnung
soll hier nicht explizit angegeben werden.

Durch dieselbe Uberlegung wie in § 1 ergibt sich fiir
rot § (mech)—(

d
a (wa®+ 2 w* a® + aw (b a,)) =0,

also
M = const 4+ Groflen 1. Ordnung.

Die Berechnung weiterer Niherungen in Fortset-
zung dieses Verfahrens erscheint wegen der wachsen-
den Zahl der Glieder nicht lohnend, zumal die Konver-
genz dieser Approximation zweifelhaft ist.

§ 3. Die relativistischen Niherungsgleichungen

Wir bedienen uns in diesem Paragraphen der
Indizes-Schreibweise, mit der Vorschrift, daf} iiber
gleiche Indizes zu summieren ist, wenn sie in glei-
chen Gliedern auftreten. Ein Strich vor einem In-
dex bedeutet Differentiation nach der entsprechen-
den Koordinate.

Die Bewegungsgleichung lautet jetzt:

d d e day,
B T g = e g

(3,1)

x; ist der Vierervektor (r; ¢ct); F ist der Tensor

0 B, B, B,
—H, 0 H, —iE,
) H, —H, 0 —iE,
iE, iE, iE, 0
7 ist die durch
da; dz;
ST
dr dr (32)

definierte Eigenzeit des Teilchens. Sucht man GI.
(1) bei konstantem F,; durch einen Exponential-
ansatz zu l6sen, so wird man darauf gefiihrt, die
Eigenwerte und Eigenvektoren von (e/myc)F;; zu
bestimmen. Die iibliche Rechnung ergibt als Eigen-
werte +v, —», +1w und —itw, wo

”:nTic_; und o =miocﬂ_)

mit _

- l/_}fp;E2 N % l/(’gii_ﬁé +4 (€92 (3,3)
und e .

= ]/ﬁ;’f + 5 JHE B2 1 4 (G 9)

gesetzt ist (v und o sind reell). Die zugehérigen
Eigenvektoren nennen wir a™”, a7%, a™® und a™®.
a™” und a~” sind ,,reell‘, wenn wir als reell einen
solchen Vierervektor bezeichnen, der drei reelle

G. HELLWIG

rdumliche und eine rein imaginéire zeitliche Kom-
ponente hat. at® und @™ sind ,,.komplex*‘.

Fiir konstantes F; konnen wir jetzt die allge-
meine Losung in der Form

z;=X;+a;sinwt + a;/ cosot (3,4)
schreiben, wenn
dX; T ,
i =W V-exp (v7) + a; " -exp (—r7) (3,4a)

ist. a; ist ein beliebiger konstanter reeller Vektor
aus der von a¥® und ¢~ aufgespannten Ebene.
a; ist definiert durch die Gleichung

|
Fa0, =—owa/,
aus welcher

(3,5)

Faay = wa;

folgt, wie man sieht, wenn man a; und @,” nach den
Eigenvektoren a™® und @™ zerlegt. Aus Gl. (5)
folgt wegen F;=—1Fy;

’ _ ’ ’
a;a; =0, a;a; = a;/a;.

(3,6)

Fir schwach verdnderliches F; machen wir zur
Losung von Gl. (1) den Ansatz

;= X;+a;sin®@ + a; cos D + b, sin @

+ b/ cos D +¢;sin2 D+ ¢/ cos2D (3,7)

mit
D = [{o(X () + o* ()} dv’ + D,

In jedem Augenblick soll a;, a;/ die Gln. (5) be-
friedigen und a;a; =0 sein. Von den Vektoren b;,
b/, ¢; und ¢,/ nehmen wir wieder an, daf} ihre Be-
trige klein gegen den Betrag von a; sind, und von
w*, dall es klein gegen o ist.

Jetzt setzen wir Gl. (7) und die Taylor-Ent-
wicklung

Fi (%) = Fip (X) + a F g sin @ + ay' F gy cos @
(3,8)

in GL. (1) ein und vernachlidssigen Gréflen 2. Ord-
nung. Die willkiirlichen Vektoren legen wir durch
die Forderung fest, daf} die schnell verinderlichen
Glieder aus der so entstandenen Dgl. verschwinden
sollen. Auf diese Weise erhilt man in vélliger Ana-
logie zur nichtrelativistischen Néherung im § 1 die
Gleichungen

1

bi—=Fuby =v, (3,9a)
1 ~

bi, e jFﬂ. by =y, (3:9b)
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1 - — —
v, =——{wa/ +2ma +oo*a,
ww
+F1'kdk+ale'k|le}a (3,10a)
~ 1 =5, . — ,
V; = —w—a{—m(ti—Q(uai—f—ww*(zi
+F1k dk, +(1'l’ Fik]l Xk}’ (3,10b)
1
Qci_fFikckl=wix (31113')
1
2/ + —Fup 0=, (3,11b)
1 v 4 ’
Wi =—= {a, Fipar—ay Fygay'}, (3,12a)
5 1
wi:_ﬁ{a'lFik[lak, + @) Figy ar}, (3,12b)
1
K (08 = — 2myw? (20 + —=Ficr) —%wazFiklza;c-
(3,13)

Indem man b und &’ in Komponenten nach a, a’,
a™” und a~” zerlegt, zeigt man, daB aus Gl. (9)
(3,144a)
(3,14b)
folgt. Die inneren Produkte b,a,” und b, a;” kénnen
wieder willkiirlich gleich Null gesetzt werden; die
iibrigen Vektoren ergeben sich dann eindeutig aus
Gl (9) und GIL. (11).

Aus den Gln. (11b), (12b) und (13) ergibt sich:

v, = v;ay

v;8; =—0;a;

we
K ™) = 5¢ {az ap Fy— ayay’ Fikll}
oder
K, mag) _ 2%,y {F i+ Fripe}
i Y A ik|l lilks.

Unter Benutzung der Maxwellschen Gleichungen
rot €+1/c-09/0t =0 und div =0 in Indizes-
Schreibweise

Fiopy+ Frapi + Frape =0
wird hieraus:

K, mae) = — ;o_z @y ay Fiy;
oder

we
K mee) — 3¢ {ax (F ay) s — g Fr az'[i}-

Wegen Gl. (5) wird daraus schlieB3lich:

Km0 — Mo, (3,15)
mit

M:zicwakak. (3,15a)

Das Verschwinden der zeitlichen Anderung von
M ergibt sich hier, wie bei der nichtrelativistischen
Rechnung, aus den Gln. (10) und (14a), wenn man
(vgl. Herleitung der Gl. (15))
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@@ P+ @ a; Fypp = —op a4
und
dw dX,
dz “de
beriicksichtigt. GI. (1) ist jetzt {ibergegangen in:
A4 AX; e A%, -
dzdr ¢ a7

(3,16)

Wenn man Gl. (16) als die relativistische Bewe-
gungsgleichung des Ersatzteilchens auffassen will,
mul} man an Stelle der Eigenzeit 7 des wirklichen
Teilchens die Eigenzeit ¢ des Ersatzteilchens,
definiert durch

dX;dX; 2

do do
einfithren. Wegen GI. (2) und Gl. (17) ergibt sich
aus

(3,17)

dX,dX; o
drz dtr dr dr & %%

d o\2 w?
iz = 1+?a/iai.

Ersetzen wir in Gl. (16) die Differentiation nach
durch diejenige nach ¢, so erhalten wir als Be-
wegungsgleichung des Ersatzteilchens

d dX; e dX,

sofort

(3,18)

"3, = fingy Mou,  (3,19)
WO
d Y
m :_mo(a—g) = l/mo2 + 2 %z,TOMu)
und

~

e o e _
M=—wa,a, mit ©=—auw
Qe KR me

gesetzt worden ist. Die Masse des Ersatzteilchens

und dadurch auch dasMoment J sind also schwach
verdnderliche Funktionen der Eigenzeit ¢. Fiir die
numerische Behandlung ist wegen my=const Gl.
(16) besser geeignet als Gl. (19).

Die relativistische Behandlung hat gezeigt, daf3
es nicht der Betrag des Magnetfeldes ist, der eine
besondere Rolle spielt, sondern die relativistische
Invariante

- )y ——
w = v__2_+ 7V(H-z_Ez)z +4(C 9)?-

§ 4. Beispiel und allgemeine Folgerungen aus den
Niherungsgleichungen

a) Fiir verschwindende Kraft (R ™M =0; €=0)
folgt aus den nichtrelativistischen Gleichungen
(1,12a), (1,14), (1,15), (1,15a) und (2,5):
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3.i=af)+e—c—H[f){]lIgradH+ma'I)}] 4,1)
mit ;
ma=—DM (f grad H), (4,1a)
h=a(hgrad)p (4,1b)
und
e

=30 (4,1c)

sowie

b t
v="%+asin(fodt + Py + o cos (fodt’ + By).
t .
4,2)
1 -
w*= 2H R {[a, (ap grad) H] + [ay (ay” grad) H]}
1
= —2—E5ﬁ [ grad H]

verschwindet in 1. Ndherung, wenn man fiir 9
Gl. (1) einsetzt.

Mit Hilfe dieser Naherungsformeln wurde das
spiralende Ende einer Bahn im magnetischen Di-
polfeld berechnet. Dieselbe Bahn wurde auch nach
dem numerischen Verfahren von Stérmer be-
rechnet?. In Abb. 3 ist die Projektion dieser Bahn
in eine Meridianebene (Ebene, in der der Dipol
liegt) aufgetragen. Da auller f) auch grad H und
(§ grad) ) wegen der Rotationssymmetrie des Di-
polfeldes in der Meridianebene liegen, steht der
Anteil von % [Gl. (1)], der senkrecht auf ) steht,
auch senkrecht auf der Meridianebene, tritt also in
Abb. 3 nicht in Erscheinung.

Wegen M = const folgt aus Gl. (1¢) sofort

a*H = const. (4,3)

D.h. der magnetische Flul durch die Spirale
bleibt konstant8. Tatséchlich liegt in Abb. 3 die
Bahn zwischen zwei Feldlinien.

Weiterhin folgt, wie gleich gezeigt werden wird,
aus der Konstanz von M bei verschwindender
Kraft

BEWEGUNG GELADENER TEILCHEN IN MAGNETFELDERN

sin? ¢
H
wo ¥ der Winkel zwischen t und f(R) ist®. Die
Richtigkeit dieser Beziehung lifit sich ebenfalls
qualitativ leicht an Abb. 3 einsehen. Das Teilchen
kommt von rechts in den Bereich immer griBerer
magnetischer Feldstdrke; sin%?¢ nimmt zu, bis
#=90° geworden ist, dann muf} das Teilchen wie-
der umkehren.
b) In dem allgemeineren Fall, §™eh)—=0, aber
f=eC und E/H<v/c, folgt aus den Gln. (1,14),
(1,15) bis auf Grofen 1. Ordnung die Gleichung

= const, (4,4)

t = ah) + wacos@®—wa’ sin D,

aus der sofort

(tag)? + (tay)? = w2a? (4,5)
folgt, andrerseits ist aber
(Tag)? + (tay)? = v2 sin2 9,
so daB also, wegen Gl. (1,12a)
sin?¢ M
7R (4,6)

ist, wenn W =mv?/2 die Energie des Teilchens ist.
Aus Gl (6) folgt, daB der Fermische Nachbe-
schleunigungsmechanismus mit einer isotropen
Jerteilung der Teilchengeschwindigkeiten nicht
vertraglich ist. Denn eine anfangs isotrope Ver-
teilung wiirde bei wachsender Energie W der Teil-
chen zu einer Bevorzugung der Geschwindigkeits-
komponente in Magnetfeldrichtung fithren, wo-
durch iiberdies die Wirksamkeit des Beschleuni-
gungsmechanismus beeintrichtigt wiirde. sin?9/H
ist nicht konstant. Es bleibt zu untersuchen, wie-
weit eine Anderung von M in hoherer Niherung
hieran etwas dndert.

Der Verfasser ist Herrn Prof. Dr. L. Biermann fiir
die Anregung zu dieser Arbeit und seine wohlwollende
Unterstiitzung zu groem Dank verpflichtet. Herrn

Dr. A. Schliitter danke ich fur viele wertvolle Dis-
kussionen und seine ganz entscheidende Kritik.

Abb. 3. Bahn in einem magnetischen Dipolfeld (Projektion auf die die Achse der Spirale enthaltende Meri-

dianebene).

naherungsweise berechnete Bahn,

e o o @ nach Stérmer berechnete Bahnpunkte,

— — — — Magnetfeldlinien.
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